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УДК 621.501 

А.А. Минко 
ИДЕНТИФИКАЦИЯ ЛИНЕЙНОГО ОБЪЕКТА 

ПО РЕАКЦИИ НА ГАРМОНИЧЕСКИЙ СИГНАЛ 

Предложен алгоритм обобщенной идентификации на основе интеграль-
ных двупараметрических преобразований Гаусса линейного стационарного 
объекта по его реакции на синусоидальный сигнал. Проведена эксперимен-
тальная проверка работоспособности разработанного алгоритма, подтвер-
дившая его весьма высокую эффективность. 

Введение. Рассмотрим задачу идентифика-
ции объекта, допускающего описание линейным 
дифференциальным уравнением (ЛДУ) 
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по оценкам ],0[),(ˆ),(ˆ Tttytv   сигналов 
),(),( tytv  TTt ],,0[  на его входе и выходе. 

Будем считать задачу идентификации решенной, 
если определено ДУ модели 
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решение ],0[),( TttyM   которого удовлетворяет 
критерию 
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Предполагается, что оценки 
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где )(),( tntn yv - помехи, обусловленные рядом 
факторов, заданы на множестве jii ttTt  ],,0[  

при njiji ,0,,   в виде сеток     .ˆ,,ˆ,
00
n

jj
n

ii ytvt  
Типовой прием решения поставленной зада-

чи, используемый в большинстве публикаций по 
этой тематике, состоит в следующем [1]. На пер-
вом этапе сигналы, фигурирующие в ДУ (1), за-
меняются их интегральными преобразованиями, 
что позволяет алгебраизовать ДУ. На втором 
этапе из интегральных преобразований, вычис-
ляемых по сеткам    njj

n
ii ytvt

00 ˆ,,ˆ,  при фиксиро-
ванных параметрах интегральных преобразова-
ний, формируется система алгебраических урав-
нений (СЛАУ), линейная относительно неиз-
вестных параметров модели (2). Решение СЛАУ 

позволяет определить параметры модели (2) и в 
дальнейшем оценить их пригодность согласно 
условию (3). 

Постановка задачи. Рассмотрим алгоритм 
идентификации линейного стационарного объ-
екта на основе преобразований Гаусса по его 
реакции на гармонический ttv  sin)(  сигнал. 
Предположим, что объект стартует из нулевых 
начальных условий. Известно [2], что преобра-
зованием Гаусса порядка «k» функции 

Rttx ),(  называются интегральные двупара-
метрические функции вида 
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ядра интегральных преобразований. Параметр r 
определяет величину сдвига ядра, а s задает дли-
тельность интервала, на котором mQ , где 

.10 4  Таким образом, преобразования Гаусса 
определены на всех точках полуплоско-
сти .2 

  RRR Результаты моделирования по-
казали, что начальное значение параметра сдви-
га ядра r преобразований Гаусса целесообразно 
выбирать в начале переходного процесса, а не-
обходимая последовательность 10,1, iri  долж-
на быть локализована примерно на его первой 
половине. Начальное значение параметра s ре-
комендуется выбирать равным единице: в боль-
шинстве случаев оно же является вполне прием-
лемым. 

Преобразования Гаусса (5) для сетчатых 
функций определяются по формулам численного 
интегрирования (средних трапеций, Симпсона и 
т.д.), что предполагает квантование сигналов 
вход-выход объекта с достаточно малым шагом. 
Интервал ],0[ T  считаем достаточно протяжен-
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ным, так что имеется возможность выбора точек 
  2, Rsr ii , когда 11,0,0),(  msrtQ im  при 

.Tt   
Учет финитности входного и выходного 

сигналов позволяет рассматривать их в виде  
 ),(1)()( ttxtx Tp  (6) 

где px регулярная функция, заданная на от-
крытом интервале ),0( T , а 
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финитный единичный скачок. Характер измене-
ния сигналов в точках 0 и T в данной работе не 
рассматривается. Производные финитных функ-
ций порядка «k», входящие в выражение (1), вы-
числяются по формуле [3]: 
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где )()0( )1()( tx iik
p

   - составляющая, содержащая 
постначальные фазовые координаты объекта, а 

)()( )1()( TtTx iik
p   - составляющая, содержащая 

предоконечные фазовые координаты. Для опре-
деления неизвестных параметров ji ba ,  модели 
(1) объекта необходимо на его вход подать ин-
формативный сигнал. Известно [1], что одним из 
таких возбуждающих сигналов является сину-
соида. Приведем варианты алгоритма идентифи-
кации на основе преобразований Гаусса рас-
сматриваемого объекта по его реакции на сину-
соидальный сигнал при нулевых начальных ус-
ловиях. 

Теоретические исследования. Для объекта, 
описываемого ДУ первого порядка, выражение 
(1) принимает вид 
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Сравнивая регулярные и сингулярные (содержат 
 функцию или ее производные) составляю-

щие в левой и правой частях ДУ (9), получаем 
условия: 
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обеспечивающие тождественность ЛДУ (9) на 
всей числовой оси. Проекции ДУ(10,б) на коор-
динатные функции Гаусса ),( srtQm  , m=0,1,… 
определяются алгебраическими уравнениями 

 
 

,,2,1,0,),(

),()0(),(
)(

sin0
)(

)1(
0





mGbsrG

srQysrGa
mm

y

mp
m

y  (11) 

где ),()( srG m
y - преобразование Гаусса m-го по-

рядка сигнала yр(t). На их основе с учетом на-
чального условия (10,а) формируем СЛАУ 
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решением которой является вектор неизвестных 
параметров  TbaP 00 модели объекта. Най-
денный вектор P при начальных условиях, обу-
словленных выражением (10,а), позволяет, чис-
ленно решив ДУ (10,б), получить предоконечное 
значение )( Ty сигнала yр(t), которое, в свою 
очередь, будет являться начальным условием 
для ДУ 
 ),,(),()()( 00  Tttvbtytya  (13) 
решение которого есть реакция объекта на про-
извольный входной сигнал ),(),(  Tttv .  

Рассмотренный вариант алгоритма справед-
лив для объектов, описываемых ЛДУ до четвер-
того порядка включительно. 

Далее рассмотрим вариант алгоритма обоб-
щенной идентификации более сложных объек-
тов: .6,5n  

Для объекта, описываемого ДУ пятого по-
рядка, ЛДУ (1) принимает вид  
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Сравнивая регулярные и сингулярные состав-
ляющие в левой и правой частях ДУ (14), полу-
чаем условия: 
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обеспечивающие тождественность ДУ (14) на 
всей числовой оси. Проекции ДУ (15,е) на коор-
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динатные функции ,2,1,0),,(  msrtQm  с 
учетом условий (15,а÷д) позволяют сформиро-
вать блочную СЛАУ 
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где блоки определяются как 
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Как видно из выражений (17), в рассматривае-
мом случае возникает необходимость выбора 
двух значений параметров r и s преобразований 
Гаусса. В противном случае пришлось бы вы-
числять преобразования Гаусса двенадцатого и 
более порядков, что привело бы к погрешностям 
счета из-за вычислений полиномов Эрмита вы-
сокого порядка. 

Если ранг матрицы системы (16) равен деся-
ти, то ее решение позволит получить вектор 

TBAP )( 55 , а затем вычислить начальные ус-
ловия  
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для ДУ (15,е), решив которое каким-либо чис-
ленным методом, получим вектор 

 Tpp TyTyTY )()()( )4(    редоконечных зна-
чений фазовых координат объекта, который, в 
свою очередь, будет использоваться в качестве 
начальных условий для ДУ 
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при произвольном входном сигнале 
),(),(  Tttv . 

Подробно рассмотренную методику и алго-
ритм идентификации объекта, описываемого ДУ 
начальных порядков по реакции на синусои-
дальный сигнал, нетрудно обобщить и на те слу-
чаи, когда порядок модели объекта .10,7n  

Так, для объекта, описываемого ДУ восьмо-
го порядка, ЛДУ (1) принимает вид 
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Сравнивая регулярные и сингулярные со-
ставляющие в левой и правой частях ДУ (20), 
получаем следующие условия: 
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обеспечивающие тождественность ДУ (20) на 
всей числовой оси. Проекции ДУ (21,и) на коор-
динатные функции ,2,1,0),,(  msrtQm  с 
учетом условий (21,а÷з) позволяют сформиро-
вать блочную СЛАУ  
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где блоки определяются выражениями 
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В этом случае возникает необходимость выбора 
уже четырех значений параметров r и s преобра-
зований Гаусса. 

Если ранг матрицы системы (22) равен ше-
стнадцати, то ее решение позволит получить 
вектор TBAP )( 88 , а затем вычислить началь-
ные условия 
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для ДУ (21,и), решив которое каким-либо чис-
ленным методом, получим век-
тор  Tpp TyTyTY )()()( )7(   предоконечных 
значений фазовых координат объекта, который, 
в свою очередь, будет использоваться в качестве 
начальных условий для ДУ 
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при произвольном входном сигнале 
),(),(  Tttv . 

Предложенный алгоритм обобщенной иден-
тификации на основе преобразований Гаусса 

линейного стационарного объекта допускает 
обобщение и на случаи ненулевых начальных 
условий. 

Экспериментальные исследования. Возь-
мем сгенерированный случайным образом ДУ 
объекта пятого порядка 
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операторы передаточной функции которого явно 
имеют вид 
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Подадим на вход полученного объекта сигнал 
ttv  sin)(  и с помощью какого-либо решателя 

получим выходной сигнал ).25,0(),( tty  Вос-
пользовавшись предложенным в данной работе 
алгоритмом и выбрав параметры r=0 и s=0,5 
преобразований Гаусса, а также шаг изменения 
параметра r равным 1, получим банк моделей (до 
десятого порядка), из которых выбирается одна 
на основе критерия (3). Операторы передаточной 
функции полученной в результате идентифика-
ции модели объекта имеют вид 
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значение критерия (3) - .108,3 5J  
Наложим на выходной сигнал объекта (25) 

аддитивный гауссовский шум с математическим 
ожиданием, равным нулю, и среднеквадратиче-
ским отклонением, равным 0,005. Теперь необ-
ходимо идентифицировать объект по входному 
сигналу ttv  sin)( и оценке yntyty  )()(ˆ вы-
ходного сигнала. Воспользовавшись вышеизло-
женным алгоритмом и выбрав параметры r=0,5 и 
s=0,7 преобразований Гаусса, а также шаг изме-
нения параметра r равным 0,5, получим банк мо-
делей (до десятого порядка), из которых выбира-
ется одна на основе критерия (3). Операторы пе-
редаточной функции полученной модели имеют 
вид 
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значение критерия (3) - .0456,0J  Из выраже-
ния (27) следует, что передаточная функция мо-
дели имеет шестой, а не пятый, как у объекта, 
порядок. На рисунке 1 представлены входной 
сигнал объекта, выходной сигнал идентифици-
рованной модели )(tyM  и выходной )(ˆ ty  зашум-
ленный сигнал объекта. 

 

Рисунок 1 – Графики ˆ( ), ( ), ( )Mv t y t y t  

На рисунке 1 видно, что выходной сигнал 
)(tyM полученной модели повторяет характер 

изменения зашумленного выходного сигнала 
)(ˆ ty объекта. Для большей наглядности предста-

вим укрупненный фрагмент данных графиков на 
рисунке 2. 

 

Рисунок 2 – Отдельный фрагмент рисунка 1 

На рисунке 2 уже отчетливо видно, что вы-
ходной сигнал идентифицированной модели 

)(tyM  фактически является аппроксимацией ма-
тематического ожидания выходного )(ˆ ty зашум-
ленного сигнала системы. 

Теперь возьмем сгенерированный случай-
ным образом объект десятого порядка 
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операторы передаточной функции которого явно 
имеют вид 
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Подадим на вход полученного объекта сиг-
нал ttv  sin)(  и с помощью какого-либо реша-
теля получим выходной сигнал ).20,0(),( tty  
Воспользовавшись предложенным в данной ра-
боте алгоритмом и выбрав параметры r=0 и 
s=0,6 преобразований Гаусса, а также шаг изме-
нения параметра r равным 0,6, получим банк мо-
делей, из которых выбирается одна на основе 
критерия (3). Операторы передаточной функции 
полученной в результате идентификации модели 
объекта имеют вид 
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значение критерия (3) - .00025,0J  
Приводить графики выходного сигнала 
)(tyM полученной модели и выходного сигнала 

)20,0(),( tty исходного объекта нет смысла, 
поскольку они фактически неразличимы в дан-
ном формате. 

Выводы. В статье предлагается новый ме-
тод идентификации, основанный на двупарамет-
рических интегральных преобразованиях Гаусса, 
позволяющих осуществлять удобную алгебраи-
зацию ЛДУ, описывающего динамику объекта. 
Приведены конкретные алгоритмы идентифика-
ции при входном синусоидальном сигнале для 
моделей, относящихся к разным уровням слож-
ности, позволяющие определить коэффициенты 
ЛДУ объекта и векторы его фазовых координат в 
постоконечный момент времени. Данный подход 
позволяет далее решать задачу управления объ-
ектом согласно идее дуального управления 
Фельдбаума. Его удалось реализовать за счет 
предложенных в работе модификаций ЛДУ, за-
дающих финитный выходной сигнал при финит-
ном входе. Рекомендуется использование разра-
ботанной методики для контроля численного 
решения линейных ДУ. 
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